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Wspdtrzedne biegunowe

wspotrzedne kartezjanskie wspdtrzedne biegunowe
P =P(z,y) P =P(p,9)
( ~ postaé algebraiczna (~ postaé trygonometryczna
liczby zespolonej) liczby zespolonej)
T = pcose p>0
y = psing pe[0,2r) (albo pe[-m, m))
22 1y = p?
y

PSINPE — = — = — — = P=(x.y)
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Zamiana wspc’l(zqdnych biegunowych na kartezjanskie

Twierdzenie 1 (o zamianie zmiennych w cafce podwdjnej)

Niech A i D beda obszarami regularnymi na ptaszczyZznie oraz funkcja
wektorowa T' okreslona wzorem

T:{ v
Y

przeksztatca obszar A na D. Jezeli:

$(u,v)
¥ (u,v)

1. funkcje ¢ i) maja ciagte pochodne czastkowe pierwszego rzedu na
zbiorze otwartym zawierajacym A,

2. funkcja f jest ciagta na obszarze D,

3. odwzorowanie T wnetrza obszaru A w obszar D jest
przeksztatceniem réznowartosciowym,

4. wewngatrz obszaru A jakobian przeksztatcenia T jest rézny od zera

to

]]D f(a,y) dady = ffA F(#(u,v), ¥ (u,0))|Jr (u,v)| dudv.

Przyktad 1

Obliczy¢ catke podwdjng z funkgji f(x,y) = /2% +y% po obszarze
regularnym D = {(x,y) e R*:1<2?+y?> <4 A x<0}.
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Przyktad 2

Obliczy¢ catke podwdjng z funkgji f(x,y) =y po obszarze regularnym

D={(z,y) eR?:y<2?+y? <z}

(2% +y2 -y > 0nz’+y2 -2 <0) < (x2+(

¥
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A jest obszarem regularnym
Aq: Ag:
{OSpScosgo {sincpép£cos<p
-5<¢<0 0<p<d

Wspotrzedne walcowe
wspotrzedne kartezjanskie

P=P(z,y,2)
T = pcosy
y = psing
z = h

22 +y? = p?

y—%)22

1 1
A(x—§)2+y2 < Z)

e~ =

wspbtrzedne walcowe
P:P(P,%h)

p>0
v €[0,2r) (albo pe[-m,m))
heR

Twierdzenie 3

Jezeli funkcja f jest ciagta na obszarze U, ktéremu odpowiada we
wspotrzednvech walcowyvch obszar regularny €0 to

Przyktad 2 c.d.

Aq: Ag:
0<p<cosy sinp < p<cosy
-5<p<0 0<p<?

ff y dxdy = ff psine-p dpdyp = ff p*sin dpd<p+f/. p*sin dpdyp
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Przyktad 3

Woprowadzajac wspétrzedne walcowe obliczyé catke potréjna
[l @* +y? dedydz gdzie U jest ograniczony powierzchniami
z=2%+y? A z2=8-2%—y%

o




Przyktad 3 c.d.

U={(z,y,2) eR*: 2” +y* <2<8-2% -y}

0< ¢ <27
Q:4 0< p <2
pP< h <8-p?

27 2 8—p?
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dcp) . ( f028p3 -2p° dp) =27- [2;)4 - %p(s]z = 3—327r

Przyktad 4

Woprowadzajac wspétrzedne sferyczne lub walcowe obliczy¢ catke potréjna
W @* +y? dedydz , gdzie U jest ograniczony powierzchniami

z=/22+y2 A 2=+/9-122 -2

Wspobtrzedne sferyczne

wspbtrzedne kartezjanskie wspotrzedne sferyczne
P =P(z,y,2) P =P(r,0,¢)
T = TCcospcosy r>0
y = rsingcosy pe[0,27) (albo ¢ e[-m, 7))
z = rsiny Yel[-5,%
2?2 +y?+ 22 =12

Twierdzenie 4

Jezeli funkcja f jest ciagta na obszarze U, ktéremu odpowiada we
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P'Fi}‘;lz’f_éd#[é.a (zam|aLna na Wspo’rrzgdne sferyczne)
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Przyktad 4 c.d. (zamiana na wspédtrzedne walcowe)
Przyktad 4 c.d. (zamiana na wspétrzedne walcowe)
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